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KINETIC THEORY OF GASES

15. Phenomena in Highly Rarefied Gases

非常に希薄な気体では、15節で述べられているように、気体と bodyの間の温度差 τ、

速度差 V、bodyの外側に働く力を F とすると

q = ατ + βVn, Fn = γτ + δVn, Ft = θVt (1)

と展開することができる。n, tは bodyに対する垂直成分と水平成分。

　 complete accommodationとは bodyと衝突して跳ね返る粒子の間で熱平衡になっ

ている状態である。

PROBLEM 4� �
complete accommodationのときの係数 α = α0 の値を求めよ。� �

body表面に垂直な方向 xのエネルギー流束 q は

q =

∫
(ϵ− ϵ′)|vx|w(Γ′,Γ)f(Γ)dΓdΓ′ (15.7)

と書ける。complete accommodationのとき、分子が bodyに衝突したあとに壁と熱平衡

状態になっている。したがって f1 を bodyの温度 T1, f2 を入射粒子の温度 T2 に従うボ

ルツマン分布とすると

q =

∫
(f2 − f1)ϵvxdΓ (2)
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となる。ここで ∫
w(Γ,Γ′)dΓ′ = 1 (15.1)

を用いた。さらに (2) 式の各項の計算をする。ϵint を内部エネルギーとして ϵ = ϵint +
1
2mv2 を用いる。∫

fϵvxdΓ =

∫
fϵintvxdΓ +

∫
f

(
1

2
mv2

)
vxdΓ (3)

= ν ¯ϵint +

∫
f

(
1

2
mv2x

)
vxdΓ +

1

2
mν

(
v̄2y + v̄2z

)
(4)

f(vx) =
√

m/2πkT exp
(
−mv2x/2T

)
であるからガウス積分を実行する。また v̄2i =

kT/mとなるので ∫
fϵvxdΓ = ν ¯ϵint + νkT + νkT (5)

= ν( ¯ϵint + 2kT ) (6)

= ν

(
ϵ̄+

1

2
kT

) (
¯ϵint = ϵ̄+

3

2
kT

)
(7)

= νT

(
cv +

1

2

)
(ϵ̄ = cvT ) (8)

となる。すなわち

q = νT2

(
cv +

1

2

)
− νT1

(
cv +

1

2

)
(9)

= ν

(
cv +

1

2

)
(T2 − T1) (10)

となる。q = α(T2 − T1)なので α0 は

α0 =
P√

2πmT

(
cv +

1

2

)
(11)

と求められる。ν の式で T1 ≈ T2 ≡ T とした。
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PROBLEM 5� �
complete accommodationのときの係数 β, γ の値を求めよ。� �

ガウス積分を使って ν を分布関数を使って表すと

ν =

∫
fvxdΓ (12)

= n

√
kT

2πm
(13)

となる。単位時間単位面積当たりの x方向への運動量流束 Πx はガウス積分を用いて

Πx =

∫
fmvxvxdΓ (14)

= nm

√
m

2πkT

∫
v2x exp

(
−mv2x/2T

)
dΓ (15)

= n
kT

2
(16)

求めた運動量流束は 1方向なので圧力 P との関係は P = 2Πx で与えられる。以上より

P = nkT (17)

= ν
√
2πmkT (18)

入射 (T1)と反射 (T2)の運動量流束の差が力になるので

Fn =
ν

2

√
2πmkT2 −

ν

2

√
2πmkT1 (19)

=
ν

2

√
2πmk

T2 − T1√
T2 +

√
T1

(20)

≈ ν

2

√
2πmk

2
√
T

(T2 − T1) (21)

=
P

4T
(T2 − T1) (22)

したがって Fn = γ(T2 − T1)とすると

γ0 = P/4T (23)

と求められる。(15.6)式より

β0 = P/4 (24)

もすぐに導かれる。
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PROBLEM 6� �
complete accommodationのときの係数 δ, θ の値を求めよ。� �

body静止系を考え、気体は速度 V で動くとする。このときの分布関数は

f ∝ exp
(
− ϵ

kT

)
(25)

∝ exp
{
−ϵint

kT
− m

2kT

[
(vx − Vx)

2 + (vy − Vy)
2 + v2z

]}
(26)

となる。complete accommodation では反射する分子は静止した body と熱平衡なので

V = 0の分布関数になる。温度差は 0とする。

まずは bodyに衝突する分子の y 方向への運動量流束を求める。入射する分子は Vy まわ

りの速度を持つので ∫
mvyvxfdΓ = mVyν (27)

となる。一方反射する粒子の y 方向への運動量流束は complete accommodation より 0

になる。この差が Fy となるので Fy = θVy より

θ0 = νm = P

√
m

2πkT
(28)

と求められる。

　続いて x方向の速度差と力の関係を導く。静止系での分布関数を f0 として、Vx の 1次

では (26)式より

f = f0 + Vx

(mvx
kT

f0

)
(29)

となる。このとき単位時間単位面積当たりに bodyに衝突する粒子の数 ν は (13),(16)式

を用いて

ν =

∫
fvxdΓ (30)

=

∫
f0vxdΓ + Vx

m

kT

∫
f0v

2
xdΓ (31)

=
P√

2πmkT
+ Vx

m

kT
× n

( m

2πkT

)1/2
∫

v2x exp

(
−mv2x
2kT

)
dΓ (32)

=
P√

2πmkT
+

PVx

2kT
(33)
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となる。また運動量流束は∫
mv2xfdΓ =

∫
mv2xf0dΓ + Vx

m2

kT

∫
v3xf0dΓ (34)

=
1

2
P + PVx

√
2m

πkT
(35)

次に反射する分子を考える。粒子数 ν は入射する分子数と同じになるように規格化され

る。すなわち

ν = A
P√

2πmkT
(36)

=
P√

2πmkT
+

PVx

2kT
(37)

として規格化定数 Aが決められる。このときに持ち出される運動量は

−1

2
AP = −1

2
P − 1

2
PVx

√
πm

2kT
(38)

となる。(35),(38)式の和が x方向に働く力となる。

Fx = PVx

√
2m

πkT
− 1

2
PVx

√
πm

2kT
(39)

= P

√
m

2πkT

(
2− 1

2
π

)
Vx (40)

Fx = δVx として

δ0 = P

√
m

2πkT

(
2− 1

2
π

)
= θ0

(
2− 1

2
π

)
(41)

と求められる。

PROBLEM 7� �
complete accommodationのとき希薄な気体の中で速度 V で動く平面上を動く板の

温度を求めよ。� �
板の静止系において速度 V で動く分子が bodyに与えるエネルギーは (8)式より

νϵ = νT2

(
cv +

1

2

)
+ ν ∗ 1

2
mV 2 (42)
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となる。一方分子が持ち出すエネルギーは

νϵ = νT1

(
cv +

1

2

)
(43)

となる。板の温度が変わらないとみなせるとき、これらのエネルギーは等しくなければな

らないので

νT2

(
cv +

1

2

)
+ ν ∗ 1

2
mV 2 = νT1

(
cv +

1

2

)
(44)

T1 − T2 =
mV 2

2cV + 1
(45)

となる。求める板の温度は T1 である。

Appendix: ガウス積分

∫ ∞

0

xe−αx2

dx =
1

2α
(46)∫ ∞

0

x2e−αx2

dx =
1

4

√
π

α3
(47)∫ ∞

0

x3e−αx2

dx =
1

2α2
(48)

今回は α = m/2kT。
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