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3 The Restricted Three-Body Problem

Exercise Question 3.2

問題:

Lagrange 点 L1, L2, L3 で不安定な条件 Ā > 1(p.91 参照) が満たされていることを確認

せよ。L3 では更に不安定を引き起こしている固有値の実部を近似的に求めよ。近似は

O(α, β)までをとり、

α =

(
µ2

3µ1

)1/3

, β = − 7

12

µ2

µ1
(1)

とする。

解答:

Āをそれぞれの Lagrange点において αのみで書き下すことを考える。上の定義より

α3 =
µ2

3µ1
(2)

µ1 =
1

3α3 + 1
(3)

µ2 =
3α3

3α3 + 1
(4)

を用いる。
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まず L1 を考える。r1 ≈ 1− α, r2 ≈ αより O(α)までをとると

Ā1 =
µ1

r31
+

µ2

r32
(5)

=
1

(3α3 + 1)(1− α)3
+

3α3

(3α3 + 1)α3
(6)

≈ 1

(3α3 + 1)(1− 3α)
+

3

(3α3 + 1)
(7)

≈ 1 + 3α+ 3 (8)

≈ 4 + 3α (9)

となり、1よりも大きくなる。

次に L2 を考える。r1 ≈ 1 + α, r2 ≈ αより同様にして

Ā2 =
µ1

r31
+

µ2

r32
(10)

=
1

(3α3 + 1)(1 + α)3
+

3α3

(3α3 + 1)α3
(11)

≈ 1

(3α3 + 1)(1 + 3α)
+

3

(3α3 + 1)
(12)

≈ 1− 3α+ 3 (13)

≈ 4− 3α (14)

α ≪ 1より L2 の場合も 1より大きくなる。

最後に L3 の場合を考える。ここで式 (1)より

µ1 =
7

7− 12β
(15)

µ2 =
−12β

7− 12β
(16)
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となることを用いる。r1 ≈ 1 + β, r2 ≈ 2 + β より

Ā3 =
µ1

r31
+

µ2

r32
(17)

=
7

(7− 12β)(1 + β)3
+

−12β

(7− 12β)(2 + β)3
(18)

≈ 7

(7− 12β)(1 + 3β)
+

12β

(7− 12β)(8 + 12β)
(19)

≈ 7

7 + 9β
+

−12β

56
(20)

≈ 1− 9

7
β − 3

14
β (21)

= 1− 3

2
β (22)

−1 ≪ β < 0では 1よりも大きくなる。このとき固有値方程式は (3.137)式 (p.90)より

λ4 + (2− Ā)λ2 + (1 + Ā− 2Ā2) = 0 (23)

λ4 +

(
1 +

3

2
β

)
λ2 +

9

2
β = 0 (24)

となる。これを O(β)で計算すると

λ2 ≈
−
(
1 + 3

2β
)
±

√
(1 + 3β)− 4 · 9

2β

2
(25)

=
−
(
1 + 3

2β
)
±

√
1− 15β

2
(26)

≈
−
(
1 + 3

2β
)
±

(
1− 15

2 β
)

2
(27)

= −9

2
β,−1 + 3β (28)

と近似できる。µ2 ≈ − 12
7 β より不安定をもたらす実の固有値は

λ ≈ ±
√

−9

2
β = ±

√
21

8
µ2 (29)

と求められる。0 < α,−β < 1における Āの値を図 1に載せている。
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図 1 Lagrange点 L1, L2, L3 における Āの値。β < 0より −β を横軸にとっている。
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