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2. 下から温められた流体の層の熱的不安定

I The BÉNARD PROBLEM

2-14.変分原理の熱力学的重要性

2-13節では、変分原理を用いて δR = 0となるような F,W の満たすべき方程式を導出

した。本節ではこうして得られたレイリー数 Rの物理的な意味について検討する。

安定から不安定に移る臨界条件 (σ = 0)における (170)式で、a = kdが実なので、Z

は expの解となり、z = 0, 1で Z = 0(rigid)または dZ/dz = 0(free)となるような非

ゼロの解がない。(73) 式に戻ると ∇2ζ = 0, ζ = 0(rigid), dζ/dz = 0(free) となる。1

次元の場合と同様に、一般の場合においてもディリクレ、ノイマン条件で 0を課すと非ゼ

ロになる解は存在しない。
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　ノイマン条件 (dζ/dz = 0)で非ゼロになる解がないことを示す。グリーンの定理より

　

　
∫
V

{
Φ∇2Φ+ (∇Φ)2

}
dV =

∫
S

Φ
∂Φ

∂n
dS

(
∂Φ

∂n
= ∇Φ · n

)
　 (1)

　 S をノイマン条件となる境界面に取ると　

　
∫
V

(∇Φ)2dV = 0 ⇒ ∇Φ = 0 ⇒ Φ = const.　 (2)

　 となる。非ゼロとは限らないが、領域内では常に一定値をとることになる。

　 　ディリクレ条件 (ζ = 0) でも非ゼロになる解がないことを示す。グリーンの定理よ

り V 内における、原点から Rの距離での Φの値は　

　Φ(R) = − 1

4π

∫
V

1

r
∇2ΦdV − 1

4π

∫
S

[
Φ

∂

∂n

1

r
− 1

r

∂Φ

∂n

]
dS 　 (3)

　 となる。同様に S をディリクレ条件となる境界面に取ると　

　Φ(R) = 0　 (4)

　となる。ただし Laplace方程式から　

　
∫
V

∇2ΦdV =

∫
S

∂Φ

∂n
dS = 0　 (5)

となることを用いた。したがって、ノイマン条件でもディリクレ条件でも境界で一定値

を取るならば内部も一様になる。したがって (110),(111) 式は (171) 式にかんたんにで

きる。
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粘性の項は、(55) 式より Boussinesq 近似のもとで ρν∇2ui で表された。この単位

z column(柱) ごとのエネルギー散逸率を計算するには、次のステップで計算を組み立て

ればよい。

1. 散逸を考えるので −1倍する。

2. 長さの次元は、ν 以外すべて dで無次元化する。単位 columnあたりのエネルギー

密度の次元は [J/m2/s]であるから結果的には d2 で割る。

3. 7節で体積 V のエネルギー収支の計算をしたときと同じように ui をかけて z 軸方

向に積分する。ただし被積分関数は xy 方向には平均化されている必要がある。

以上より (175)式になる。

ϵν = − ρ

d2
ν

∫ 1

0

⟨ui∇2ui⟩dz (6)

浮力を表す項は、同様に (55)式より gαθλi であった。ここでも同じステップを考えるこ
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とで (178),(179)式のようにできる。

静止状態では、運動エネルギー→内部エネルギーの粘性散逸と、逆プロセスの浮力がバ
ランスする。これを Appendix Iから示す。密度と温度を

Π = Π0(z) +ϖ(xi, t), T = T0(z) + θ(xi, t) (7)

⟨ui⟩ = 0, ⟨Π⟩ = Π0(z), ⟨T ⟩ = T0(z) (8)

(Π = p/ρ0, エンタルピー)として z 方向の依存性を残した上で (43)式

∂ui

∂t
+

∂

∂xj
(uiuj) = − ∂Π

∂xi
− g

(
1 +

δρ

ρ0

)
λi + ν∇2ui (9)

の両辺の平均をとると (δρ = −αρ0[T0(z)− T0(0) + θ])⟨
∂

∂xj
(uiuj)

⟩
= −∂Π0

∂xi
− gλi{1− α[T0(z)− T0(0)]} (10)

d

dz

(
Π0 + ⟨w2⟩

)
= −g{1− α[T0(z)− T0(0)]} (11)

となる。式 (10) は z 成分しか値を持たず、具体的に書くと式 (11) のようになる。また

(43)式の両辺に ui をかけて xy 平面の平均をとり、z 方向に積分する。

1

2

d

dt

∫ d

0

⟨u2
i ⟩dz = −

∫ d

0

⟨
ui

{
∂Π

∂xi
+ g

(
1 +

δρ

ρ0

)
λi

}⟩
dz + ν

∫ d

0

⟨ui∇2ui⟩dz (12)

式 (11)を用いると右辺の第 1項は

−
∫ d

0

⟨
ui

{
∂Π

∂xi
+ g

(
1 +

δρ

ρ0

)
λi

}⟩
dz =

∫ d

0

⟨
ui

{
∂ϖ

∂xi
+

d⟨w2⟩
dz

+ gαθλi

}⟩
dz(13)

=

∫ d

0

⟨
ui

∂ϖ

∂xi

⟩
dz + gα

∫ d

0

⟨θw⟩dz (14)

とできる。最後の等号は、d⟨w2⟩
/
dz が平均の外に出せることから 0になる。第 1項は境

界で摂動が 0になること、速度の発散が 0になる近似から∫ d

0

⟨
ui

∂ϖ

∂xi

⟩
dz = [⟨uiϖ⟩]d0 −

∫ d

0

⟨
∂ui

∂xi
ϖ

⟩
dz = 0 (15)

となって落ちる。したがって

1

2

d

dt

∫ d

0

⟨u2
i ⟩dz = gα

∫ d

0

⟨θw⟩dz + ν

∫ d

0

⟨ui∇2ui⟩dz (16)
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となる。定常のときは右辺のみが残り、これは粘性散逸と浮力のバランスを表している。

こうして変分原理を導くレイリー数と同じ式が与えられる。したがって粘性散逸と浮力

がバランスする最初 (最小)の温度勾配で不安定性がもたらされる。

2-15.固有値問題の厳密解

それぞれの境界条件で固有値方程式を実際に解く。

図 1

W = D2W = 0のとき、(D2 − a2)2W = 0から D4W = 0となる。また (128)式

(D2 − a2)3W = −Ra2W (17)

より同様にして D6W = 0となる。両辺を z で 2階さらに微分すると

D2(D2 − a2)3W = −Ra2D2W (18)
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となり、D8W = 0も成り立つ。以下同様にして D(2m)W = 0が境界で成り立つ。これ

を満たすW を (128)式に代入することでレイリー数の固有値 (192)式が導かれる。aは

無次元化した波数であるから、ある aで計算される (193)式の右辺が、別に計算されるレ

イリー数よりも大きいときは安定となる (12節参照)。

∂R

∂a2
= 0 (19)

となるときの波数で右辺が最も小さくなる (図 (2))。1章で述べられているように、すべ

ての波数で安定であることが安定条件であるから、この点が不安定かどうかを決める臨界

点となることになる。この点からずれたところではレイリー数によって安定である波数

と不安定である波数が共存しうるため全体として不安定になる。したがって (196) 式で

与えられる Rc ≈ 657.5以上のレイリー数で不安定になる。不安定が最初に起こる波長は

(197)式で与えられる。

図 2 a2 に対する (π2 + a2)3/a2 のグラフ。レイリー数がこのグラフの下側にあれば

安定、上側であれば不安定となる。
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次に固定境界の場合を考える。境界中心を原点に置く。(198) 式の解は 1 次元シュレ

ディンガー方程式と同様に、偶関数解または奇関数解となる。z → −z としても成り立つ

のでW (z),W (−z)は同じ固有値を与える解となる。またこの固有値は縮退していないた

め (証明略)、

W (z) = cW (−z), c = const. (20)

として定数倍の関係になる。ここで

W (z) = cW (−z) = c2W (z) (21)

より c = ±1。したがって偶関数解または奇関数解のどちらかとなる。
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(203)式→(204),(205)式で

q20 = −a2(τ − 1), q2 = a2
[
1 +

1

2
τ(1± i

√
3)

]
(22)

q0 = a(τ − 1)1/2 (23)

q は q/a = α+ βiとして両辺を 2乗して連立方程式
α2 − β2 = 1 +

τ

2

2αβ = ±
√
3

2
τ

(24)

(25)

を解くと 
α2 =

1

2

(
1 +

τ

2

)
+

1

2

√
1 + τ + τ2

β2 = −1

2

(
1 +

τ

2

)
+

1

2

√
1 + τ + τ2

(26)

(27)

となり、(205)式の Re(q), Im(q)の結果に一致する。

(213)式から (214)式を導く。

(
√
3 + i)q tanh

(
1

2
q

)
− (

√
3− i)q0 tan

(
1

2
q0

)
+(

√
3 + i)q0 tanh

(
1

2
q0

)
− (

√
3− i)q∗ tanh

(
1

2
q∗
)

= 0 (28)

⇒ (
√
3 + i)q tanh

(
1

2
q

)
−
{
(
√
3 + i)q tanh

(
1

2
q

)}∗

+2iq0 tan

(
1

2
q0

)
= 0 (29)

⇒ Im

{
(
√
3 + i)q tanh

(
1

2
q

)}
+ q0 tan

(
1

2
q0

)
= 0 (30)
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(216) 式を数値的に解くことで a, τ の関係が得られる。ここから Fig.2 の R, a のグラフ

を書くことができて、自由境界のときと同様に最小になるところが臨界のレイリー数とな

る。このときの q0, q, q
∗ を境界条件に代入することでW,F の式を求めることができる。

奇関数も同様。

境界の一方が固定、もう一方が自由の場合を考える。両端固定の場合の式 (224)

W ≈ sin q0z − 0.017 sinh q1z cos q2z + 0.003 cosh q1z sin q2z (31)

を見ると、z = 0で

W = D2W = (D2 − a2)2W = 0 (32)

を満たす ((224) 式のもともとの条件は z = ±1/2 でW = DW = (D2 − a2)2W = 0)。

したがってセルの厚みを d → d/2とすれば答えをそのまま今回の場合に適用できる。こ

のとき a = kdより両端固定の場合の ac の 1/2倍となるが、(223)式を τ について解い

たときの式を変えないために τc =
3
√

(Rc/a4c)が両端固定のときと等しい必要がある。そ

こで Rc は 24 で割ればよい。したがって (226)式が導かれる。
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